#Desafios SPM

Os #Desafios SPM destinam-se a alunos do 12.2 ano que frequentam a disciplina de Matematica A.
Pretendem mobilizar, em situa¢Ges diversificadas, os conhecimentos e as capacidades que adquiriram
durante o Ensino Secunddrio. Cada desafio tem um grau de complexidade suficiente para que a respetiva
analise e eventual resolugdo, parcial ou completa, sirva de estimulo a um real progresso na formacdo
matematica dos alunos. A cada exercicio atribuiu-se um nivel de complexidade de 1 a 3. Destes, mesmo
os problemas de nivel 1 foram construidos com o propésito desafiante comum a todos. Os #Desafios SPM
nao se constituem portanto, de forma alguma, como uma simulagado de questdes do Exame Nacional, ja
que os itens que integram os exames estdo naturalmente sujeitos a restricGes decorrentes das
caracteristicas préprias dessas provas de avaliagdo, substancialmente distintas das que motivaram a
elaboracdo e selegdo destes problemas.

#Probabilidades e Combinatdria

Exercicio 1
Nivel de Complexidade: 1

Um saco opaco contém cartdes indistinguiveis ao tato. Em 8 deles encontra-se inscrito um
namero positivo, e, nos restantes, um nimero negativo. Um jogador seleciona ao acaso dois
desses cartdes. Se o produto dos nimeros assim escolhidos for positivo, o jogador ganha 1 euro.
Caso contrario, perde 1 euro.

Seja X a variavel aleatéria «Ganho do jogador».

a. Mostre que o valor médio de X é igual a
n? —33n + 256

nn—1)
onde o numero natural n = 8 representa o nimero total de cartdes no saco.

u=

b. Para que valores de n o jogo é desfavoravel ao jogador?

. n?-33n+256 .
c. Calcule lim —————— e interprete o resultado no contexto do problema.
no+oco n(n-1)

#variaveis aleatdrias #distribuicdo de probabilidade #extrag6es sem reposi¢cao #inequagoes
do segundo grau #limites de sucessées

Exercicio 2
Nivel de Complexidade: 1

Seja P uma probabilidade e A um acontecimento tal que 0 < P(4) < 1.
Seja B um acontecimento com P(B) # 0. Mostre que

P(B|A)P(A)
P(B|A)P(A) + P(B|A)P(AY
igualdade que constitui um caso particular da férmula dita «de Bayes».

P(A|B) =

#probabilidade condicionada #propriedades das medidas de probabilidade



Exercicio 3
Nivel de Complexidade: 1

Sejan € N. Mostre, utilizando a férmula do binédmio de Newton, que 2™ + 1 é divisivel por 3
se e sO se n for impar. Sugestdo: observe que 2 = 3 4+ (—-1) !

#bindmio de Newton #divisibilidade

Exercicio 4
Nivel de Complexidade: 2

Um saco contém 100 moedas. Existem 20 moedas equilibradas e 80 moedas em que a
probabilidade de sair «cara» aquando de um langcamento é igual a 0,8.

Escolheu-se uma destas moedas ao acaso. Aplique a férmula de Bayes, demonstrada no
Exercicio 2, para responder as seguintes questdes:

a. Langou-se a moeda ao ar e saiu cara. Qual a probabilidade de se tratar de uma moeda
equilibrada?

b. Seja n = 2. Sabendo que se atirou a moeda ao ar n vezes e que em todos estes
langamentos saiu cara, qual a probabilidade p,, de se tratar de uma moeda equilibrada?

Calcule lim p,, e interprete este valor no contexto do problema.

#probabilidade condicionada #limites de sucessoes

Exercicio 5
Nivel de Complexidade: 2

Um saco S; contém duas bolas brancas e quatro bolas pretas. Um outro saco S, contém quatro
bolas brancas e cinco bolas pretas.

Escolhe-se um saco ao acaso e retira-se uma bola do seu interior. Regista-se a cor e volta-se a
colocar a bola no saco que a continha.

Se a bola extraida for branca, retira-se de seguida uma bola do saco S;. Caso seja preta, retira-
se uma bola do saco S,, repetindo-se sucessivamente este procedimento.

Seja p,, a probabilidade da n-ésima bola ser branca.

a. Mostre que

1 4

Pn+1 = _apn + 9

= 2 -
b. Mostre que a sucessdo de termo geral u,, = p,, — S € geométrica.

c. Deduza uma expressdo do termo geral da sucessdo (p,,).
Calcule e interprete lim p,.
n—+oo

#probabilidade condicionada #progressoes geométricas #limites de sucessées



Exercicio 6
Nivel de Complexidade: 2

Neste exercicio pretende-se calcular, paran € N, a soma

Pex1 4+ X2+ o+ My X (= 1) + Cpx

a. Dado um numero real a, desenvolva (a + 1)™ aplicando a férmula do binémio de
Newton.
Escolhendo um valor adequado para a, deduza que a soma dos elementos da n-ésima
linha do tridngulo de Pascal é igual a 2™.

b. Sejak um numero inteiro, 1 < k < n.

Mostre que "Cpxk ="~ 1Ck_1><n.

c. Conclua que nClxl + nCZXZ + -4 nCn_lx(n -1+ nCan =n2" 1,

#triangulo de Pascal #bindmio de Newton #coeficientes binomiais

Exercicio 7
Nivel de Complexidade: 3

a.

Dado um referencial Oxy e dois niUmeros inteiros ndo negativos p e q, consideramos
os caminhos que ligam o ponto M(p, q) a origem do referencial, construidos da
seguinte forma: em cada etapa, deslocamo-nos uma unidade “para a esquerda”
(isto é, no sentido contrario a orientacdo do eixo 0x) ou uma unidade “para baixo”
(isto &, no sentido contrario a orientagdo do eixo 0y).

Quantos destes caminhos existem?

O matematico Stefan Banach anda sempre com duas caixas de fésforos, uma no
bolso esquerdo do casaco e outra no bolso direito. Quando precisa de um fésforo
para acender o cachimbo, decide aleatoriamente retira-lo de uma das duas caixas.
Certo dia, abre uma das caixas e constata que esta se encontra vazia. Sabendo que
inicialmente ambas as caixas continham n € N fésforos, qual a probabilidade da
outra caixa conter 1 fésforo? 2 fosforos? k fosforos?

#combinatoria #tcoeficientes binomiais



Exercicio 8
Nivel de Complexidade: 2

Um apostador costuma jogar numa lotaria oito vezes por més, fazendo uma Unica aposta por
sorteio. Suponha que em cada sorteio é extraido um dos ndmeros do conjunto {1,2, ..., N}
(sendo N = 8 um nuimero natural fixo) e que apenas sdo atribuidos prémios aos jogadores que
acertam exatamente no nimero extraido, sendo o valor desses prémios sempre o mesmo em
todos os concursos de cada més e para cada um dos vencedores (tome-o, por exemplo, iguala 1
milhdo de euros).

a. O apostador esta a estudar a possibilidade de passar a jogar uma Unica vez por més,
fazendo 8 apostas no mesmo sorteio. Serd que aumenta, desta forma, o seu ganho
esperado?

Utilize, com valores adequados de n e de x, a férmula

n
z ankxk(l — )"k = nx
k=0

isto é,

000, (1 = 2)™ + " 1x(1 — 1) + T C2x (1 — x)E A e
+ nCn—Z(n - z)xn—z (1- X)Z +(n-— 1)nxn‘1(1 —x) +nx™ = nx,

gue poderd demonstrar no Exercicio 9.

b. Comente o resultado da alinea anterior no caso em que N = 8.

#média de uma variavel aleatdria #provas de Bernoulli

Exercicio 9
Nivel de Complexidade: 3

Sejan e Nex € R.

a. Mostre, aplicando a férmula do bindmio de Newton a uma soma conveniente, que

n
2 an x®(1 = x)nk
=0

=1 -0 +nx( -0+ Cx2(1 — )2 + -

+ nCn_an‘2 (1—x)?+nx"1(1—x)+x"=1.



b. Seja

n
S = 2 "ok X1 — x)nk
k=0

="C,0.(1 — )™ + " 1x(1 — )™ + 1G22 (1 — x)2 4 -oe

+ nCn_z(n —2)x" 21 -x)?+(n—-Dnx"1(1-x) + nx"

Derivando em ordem a x a igualdade da alinea anterior e multiplicando por x ambos

os membros da equagdo resultante, mostre que (parax # 1)
X x g

S =
nl—x 1—x

c. Deduzaque S = nx.

#bindmio de Newton #coeficientes binomiais #regras de derivagao

#Numeros Complexos

Exercicio 10
Nivel de Complexidade: 1

a. Considere os numeros complexos z; = cis (%) ez, =cCis (%)
Mostre que
z1+z, 1++/3
1+ 2,2, -T2

b. Mais geralmente, sejam z; e z, numeros complexos de médulo 1, com 1 + z;z, # 0.
Mostre que
zZ, + z,
1+ 22,

#numeros complexos de médulo 1 #propriedades da fungao cis

Exercicio 11
Nivel de Complexidade: 1

a. Sejaf € R. Resolva em C a equagdo
z% —2z3cos(36) +1=0.
b. Mais geralmente, dado n € N, resolva em C a equacgao

z?" — 2z cos(nf) + 1 = 0.

#radiciacao #resolugao de equagdes complexas



Exercicio 12
Nivel de Complexidade: 1

Resolva em C a equagdo (z + i)* = (z — 1)*

#radiciacao #resolugao de equagoes complexas

Exercicio 13
Nivel de Complexidade: 1

a. Utilizando as propriedades da func¢ado cis, mostre que

=1 as(5) = (as(fg) + as (- 55) )i ()

b. Deduza da alinea anterior a forma trigonométrica do nimero complexo 1 + cis (5)

#propriedades da fungdo cis #forma trigonométrica de um niimero complexo

Exercicio 14
Nivel de Complexidade: 1

. . , ~ i
Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere a equacdo z3 = — ,comz € Cc\{0}.

Resolva a equacdo e represente, na forma algébrica, a solugdo que ndo pertence ao conjunto

T 3
{ZE(C: z| <2 A ISarg(z—i)S?}.

#resolucdo de equag6es complexas #dominios planos e condigées em C

Exercicio 15
Nivel de Complexidade: 2

a. Sejaf € R. Inspirando-se no Exercicio 13, mostre que

1 a0 = 205 cis (9
ClISO = COSZCISZ.

b. SejaneNew€C, com|w|=1.

Sejam z4, Zy, ... Z, as n solugBes da equagdo z" = w.
Mostre que as imagens geométricas dos nimeros complexos
A+z)"A+z)", ..., (1 +z)"
pertencem a uma mesma reta.

#numeros complexos #propriedades da fungdo cis #forma trigonométrica #imagem
geométrica de um nimero complexo



Exercicio 16
Nivel de Complexidade: 2

a. Sejam z; e z, dois nUmeros complexos. Mostre que
2 2 _ 2 2
|2y — 25| + |21 + 2217 = 2(|21|° + |22]%).
b. Mostre que a soma dos quadrados das diagonais de um paralelogramo é igual a soma

dos quadrados dos lados.

#modulo de um nimero complexo #propriedades dos quadrilateros

Exercicio 17
Nivel de Complexidade: 3

Seja 8 € R.

a. Justifique que

cos (8) = cis (8) +26i5(_9)-

b. Utilizando o bindbmio de Newton, mostre a seguinte formula de trigonometria:

50) = ! (60) + 3 (40) + 1> (20) + >
cos = 35C08 T¢ o8 35 €0 T

c. Inspirando-se nas alineas anteriores, mostre que
in*(6) = = cos(48) — = cos(26) +
Sin = 8 COoS 2 COoS 8 .

4\/ 7-43

e deduza que sin (l) ==

12

#propriedades da fungdo cis #férmulas de De Moivre #aplicagdes a trigonometria #bindmio
de Newton



Exercicio 18
Nivel de Complexidade: 3

Sejam z, w e v nUmeros complexos.

a. Mostre que se z e w sdo ndo nulos,
z w

|22 |w|?

a

zw

b. Mostre que
lz| . lw —v| < |w|.|]z —v| + |v].]|z — w]|

c. Deduza da alinea anterior que

Va,b,c,d € C, la—c|.|lb—d|<|a—b|.lc—d|+|a—d|.|b—c]|

d. Interpretacdo geométrica

Seja [ABCD] um quadrilatero. Justifique que

ACXBD < ABxDC + ADXBC.

Esta desigualdade é conhecida sobre o nome de desigualdade de Ptolomeu.

#modulo de um nimero complexo #desigualdades #propriedades dos quadrilateros

#Fungoes Reais de Variavel Real

Exercicio 19
Nivel de Complexidade: 1

Resolva o sistema
x+y=10

Inx+Iny=1n10

#sistemas de equagées #propriedades das fungdes logaritmicas

Exercicio 20
Nivel de Complexidade: 1

Resolva a equacdo

o = (V)"

#fungOes exponenciais #resolugao de equagoes



Exercicio 21
Nivel de Complexidade: 1

Considere as fungdes f e g definidas em R por

_(O0sex=#0
f(x)_{lsex=0

Osex+#0
2sex =0

eg(x)={

Sendo lir‘% g(x) =1, mostre que
b

lim f(g(x)) # lim f ().

Nota: utiliza-se aqui a definicdo de limite que ainda vigora no 122 ano, ou seja, para testar a existéncia de limite de
uma fungdo f num ponto a, apenas se consideram sucessdes de pontos do dominio de f que nunca tomam o valor
a. Com a defini¢do de limite que comegou a vigorar no 11.2 ano em 2016/17 (as referidas sucessées podem tomar o
valor a) passa a estar disponivel um teorema do limite da fungdo composta segundo o qual, se }Cgl}lg(x) =lese

limlf(y) =L, entdo lim f(g(x)) = L, apenas com a condi¢do de que a seja aderente ao dominio de f o g. Com
y- x-a

base nesta propriedade podem justificar-se mudangas de variavel no cdlculo pratico de limites.

#definicao de limite #composicao de limites

Exercicio 22
Nivel de Complexidade: 1

Considere a fungdo f de dominio [0, 21t] definida por f(x) = V1 + cosx — 1.
a. Estude a fungdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

b. Determine uma equacdo da reta tangente ao gréafico da fungdo f no ponto de abcissa

T

2

c. Calcule lim M.
x->m/2 2X—T

#fungbes trigonométricas #regras de derivagao #monotonia e extremos relativos

#ireta tangente

Exercicio 23
Nivel de Complexidade: 1

a. Sejama,b € Re f : [a,b] - [a, b] uma fungdo continua.
Mostre que existe x, € [a, b] tal que f(xy) = xo.

b. Sejam agora f e g duas fung¢des continuas no intervalo [0,1].
Suponha ainda que f(0) = g(1) =0, que f(1) = g(0) = 1 e que g ndo se anula em
]0,1[. Dado @ > 0, mostre que existe x, € [0,1[ tal que

f(xo) —
g(xo)

#propriedades das fun¢Ges continuas #teorema de Bolzano



Exercicio 24
Nivel de Complexidade: 1

Considere a fungdo f definida por

(x) = 1 +11
fx_x—l 2n

1+x|
1—xl

a. Determine o dominio de f.
Calcule uma expressdo para a fungdo derivada f' e calcule os intervalos de monotonia

de f.
c. Estude a existéncia de assintotas ao grafico de f.
Esboce o grafico de f.

#fungOes logaritmicas #regras de deriva¢ao #estudo de fungdes #assintotas

Exercicio 25
Nivel de Complexidade: 1

Considere a fun¢3o f de dominio R* definida por:
2 4 100

= Ln() = n() rn( 1)
k=1

a. Mostre que Vx € R*, f(x) = —51001log(x) .
b. Determine o conjunto solugdo da inequagdo f(x) — f(x + 1) < f(x — 1).

#funcoes logaritmicas #propriedades dos logaritmos #inequagdes envolvendo logaritmos

Exercicio 26
Nivel de Complexidade: 2

a. Determine

. x3 _ 3x
3 x—3
b. Considere a fungdo real de variavel real definida pela expressdo f(x) = x*.

Justifique que f é diferenciavel no seu dominio e obtenha uma expressdo para a
respetiva fungdo derivada f'.

c. Mostre que

" x*-3* 1-In3
3 x*—33 1+In3

#Mudancga de varidvel #limites notaveis #regras de derivagao #definicio de derivada



Exercicio 27
Nivel de Complexidade: 2

SejaT > 0 e f: R — R uma fungdo periédica de periodo T.
Mostre que se o limite hT f (x) existir entdo f é constante.
X—+00

#fungoes periddicas #definicao de limite segundo Heine

Exercicio 28
Nivel de Complexidade: 3

Considere as fungdes f e g definidasem D =] — 1, +oo[ por

fX)=x—In(1+x) e gx) = f(x) —%xz.

a. Explicite os intervalos de monotonia das fungdes f e g.

b. Deduza da alinea anterior que paratodo o x > 0,
1,
X=X <In(1+x) <x.

c. Considere a sucessao de termo geral

=00 )1 2) () (20 )

Mostre que lim u, =+e.
n—-+oo

#estudo de fungdes #derivagao #convergéncia de sucessées

Exercicio 29
Nivel de Complexidade: 3

Neste problema pretende-se resolver a equagdo cubica y* — 3y + /2 = 0.

V6-v2
4

a. Mostre que sin15° = e determine uma expressao para o valor exato de

cos15°.
b. Mostre que sina é solugdo da equagdo 4x3 — 3x + sin(3a) = 0.

Determine ainda as restantes solu¢des da equacdo em funcdo de cosa e sina.

c. Utilizando as duas alineas anteriores, resolva a equagdo y* — 3y + 2 = 0.

#Formulas trigonométricas #Resolucao de equagoes



#Geometria
Exercicio 30

Nivel de Complexidade: 1

Seja Oxyz um referencial ortonormado do espago.
Considere a superficie esférica S de equacao

x2+y2+22—4x—-2y+1=0.

a. Determine o centro e oraiodeS.
Considere as retas
rix=2y+1A z=y+4

S:x—y+z+1=0A 2x—y+9=0

Determine os planos tangentes a S paralelos simultaneamente as retasr e s.

#geometria do espaco #posicdo relativa de retas e planos #planos tangentes a uma
superficie esférica

Exercicio 31
Nivel de Complexidade: 2

A D
Considere, no plano, um quadrado
[ABCD]. Sejam P e Q dois pontos
pertencentes respetivamente aos
lados [AB] e [BC], tais que PB = QB.
Seja H € [PC] tal que BH L PC. P
L
Mostre que as retas QH e HD sao
perpendiculares. +
. Q C

#geometria do plano #perpendicularidade



Exercicio 32
Nivel de Complexidade: 3

Sejam 0,A e B trés pontos do s r
plano tais que 04 = 4B. Sejar a P

reta perpendicular a AB que
passa por B, s a reta
perpendicular a AB que passa por
0O e € a circunferéncia de
didametro [0A]. €
Para P €r, sejam M; e M, as
intersecdes das retas tangentes a o | A : B
€ que passam por P com a reta s.

—_— 1_
a. Mostre que OM,.0M, = —EOAZ.
(Podera considerar um referencial ortonormado Oxy tal que A pertenga ao semi-eixo
positivo das abcissas.

b. Define-se o centro de gravidade G do tridngulo [PM; M, ] pela relagdo

—_ 1 — _— B ———
0G = §(0P + OM; + OM,).

Mostre que quando o ponto P se desloca na reta r o centro de gravidade do tridngulo
[PM;M,] permanece fixo.

#calculo vetorial #produto escalar #reta tangente a uma circunferéncia



